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摘 要： 粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）算法在求解复杂多峰问题时，易陷入早期收敛．通过调整惯
性权重和加速系数来控制种群多样性是缓解ＰＳＯ早期收敛的一个重要手段，但是目前对惯性权重和加速系数的设置
主要依赖于实验设计，缺乏必要的理论支撑．针对该问题，本文提出了一种以种群未来的多样性变化调整 ＰＳＯ算法参
数的方法．该方法首先在种群当前状态已知的条件下计算种群下一时刻多样性的期望表达式，再采用多元函数极值理
论的分析方法给出了惯性权重，加速系数与种群下一时刻多样性的数学关系，该结果为ＰＳＯ学习参数控制种群多样性
提供有力的数学理论依据．
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１ 引言

在智能自动化研究领域，具有群体智能特征的算法

正受到越来越多的关注．粒子群优化（ＰＳＯ）算法在对动
物集群活动行为观察的基础上，利用群体中的个体对信

息的共享使整个群体的运动在问题求解空间中产生从

无序到有序的演化过程，其运动方程可以由下面一组差

分方程来描述［１］：

Ｖｉｊ（ｔ＋１）＝ｗＶｉｊ（ｔ）＋ｃ１ｒ１（ｔ）（Ｐｉｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ））
＋ｃ２ｒ２（ｔ）（Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）） （１）

Ｘｉｊ（ｔ＋１）＝Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｖｉｊ（ｔ＋１） （２）
其中，Ｘｉｊ和Ｖｉｊ分别代表第ｉ个粒子第ｊ维的位置与速度
分量，｜Ｖｉｊ｜≤Ｖｍａｘ，Ｐｉｊ为第ｉ个粒子个体的历史最佳位置
的分量，Ｐｇｊ为群体所经过的历史最佳位置的分量，ｗ为
惯性权重，ｃ１和 ｃ２为加速系数，ｒ１和 ｒ２为［０，１］之间均
匀分布的随机数．
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ＰＳＯ算法概念简明，优化性能良好等优点使其在诸
多领域得到了广泛的应用［２］．但是在解决复杂多峰的
优化问题时，ＰＳＯ易出现早期收敛现象．种群多样性的
迅速丧失是导致早期收敛的重要原因之一．目前大量
的工作都试图解决 ＰＳＯ所面临的早期收敛问题，其中
通过控制种群多样性来提高算法全局搜索性能是重要

手段，一方面通过引入突变算子［３］，随机扰动［４］等操作

来维持种群多样性和增加粒子逃离局部极值的机会．
另一方面是调整 ＰＳＯ算法中的惯性权重和加速系数等
参数来控制种群的多样性．如非线性惯性权重［５］、动态
惯性权重［６］、时变加速系数［７］、动态的加速系数［８］、随种

群多样性测度和种群进化状态自适应调整的惯性权重

和加速系数［９，１０］，这些策略的目的是使粒子遮进化前期

或整个进化过程保持较高的种群多样性，增强粒子对

解空间的探测能力．上述的改进策略从不同程度上提
高ＰＳＯ的全局搜索能力，但是由于惯性权重，加速系数
与种群多样性的关系缺乏理论研究，因此对惯性权重，

加速系数的调整只能依赖实验设计，没有理论指导．
本文为了探究惯性权重和加速系数的设置对种群

多样性的影响，以种群下一时刻的多样性期望为评价

指标．首先利用种群多样性的定义对种群下一时刻的
种群多样性数学期望进行了分析计算，得出了在当前

状态已知的条件下种群下一时刻的种群多样性数学期

望的计算表达式．然后，采用期望效用最大化分析法和
多元函数极值理论具体得出了 ＰＳＯ学习参数 ｗ，ｃ１和
ｃ２设置与下一时刻种群多样性的关系．

２ 种群多样性的定义

种群多样性是影响ＰＳＯ算法全局收敛性能的一个
重要因素．高的种群多样性表明群体能够在较大的空
间内进行搜索，有助于减少早期收敛现象的产生．但
是，若一直保持较高的多样性会减慢算法的收敛速度，

甚至导致不收敛．低的种群多样性表明，群体在一个较
小的空间内进行搜索，可以提高解的精度［１１］．因此，ＰＳＯ
算法中通过合理地控制种群多样性和利用种群多样性

来指导算法的搜索过程可以提高算法的寻优性能．
种群多样性是用来表征群体内个体特征的差异

性，其中个体特征包括粒子位置，速度等．种群多样性
的实质是粒子的位置相对于某个几何中心的离差程

度，通常采用距离的测度方式．下面就粒子位置的特征
给出相关的种群多样性定义．

定义１［１２］ 基于种群中心 Ｘ（ｔ）的种群位置多样
性定义为

Ｉ（Ｘ（ｔ））＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘ（ｔ）］２ （３）

其中，Ｘ（ｔ） ＝（１／ＮＭ）∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｘｉｊ（ｔ），Ｍ为待求解问

题的维数，Ｎ为种群的规模．
定义２［１２］ 基于位置重心的种群多样性定义

Ｉ（Ｘ（ｔ））＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２ （４）

其中Ｘｊ（ｔ）＝（１／Ｎ）∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉｊ（ｔ）是所有粒子位置 Ｘ（ｔ）重

心的 ｊ维分量．
上述的定义分别将种群的中心和重心设置为几何

中心点，来测度种群中粒子位置的差异程度，其中定义

２给出基于位置重心的种群多样性被广泛的应用［９～１１］．
对于 ＰＳＯ的其他个体特征，均可以按上面的定义形式
得到粒子速度，个体极值等个体特征多样性的定义．本
文采用定义２对粒子的位置，速度的多样性进行定义．

３ 种群多样性的数学期望

通过粒子的运动方程和种群多样性的定义，可以

计算当前种群多样性，但是无法获知下一时刻的种群

多样性．文献中利用学习参数 ｗ，ｃ１和 ｃ２实施控制的多
样性是指下一时刻种群多样性．为了研究学习参数对
下一时刻种群多样性的影响，必须对种群未来多样性

进行预测和评价．本文将对下一时刻种群多样性进行
预测并以种群多样性期望为评价指标．由于粒子的位
置信息包括了粒子的速度和个体极值信息，因此本文

主要研究学习参数对粒子位置多样性的影响．
设当前时刻为 ｔ，由定义２给出种群下一时刻 ｔ＋１

时刻多样性的表达式为：

Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－Ｘｊ（ｔ＋１）］２

（５）
其中，粒子在 ｔ＋１时刻的位置由式（１）、（２）确定，ｔ时
刻以及ｔ时刻以前的粒子位置和速度等信息已知；显
然，式（５）中 Ｘｉｊ（ｔ＋１），Ｘｊ（ｔ＋１）均为 ｒ１，ｒ２的随机函
数．由于 ｒ１，ｒ２的随机性，因此种群在 ｔ＋１时刻的种群
位置多样性 Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））也是随机的．鉴于 Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））
的随机性，考察种群位置多样性指标 Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））的期
望效用．对式（５）两端求数学期望可得
Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］

＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｅ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－Ｘｊ（ｔ＋１）］２

＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｅ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）

＋ＥＸｉｊ（ｔ＋１）－Ｘｊ（ｔ＋１）］２

＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
｛Ｅ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］２－２

Ｅ（［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］［Ｘｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］）
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＋Ｅ［Ｘｊ（ｔ＋１）－Ｘｉｊ（ｔ＋１）］２｝ （６）
记 Ｘｉｊ（ｔ＋１）的方差为Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］，计算可得下式
Ｅ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］２＝Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］ （７）

Ｅ（［Ｘｉｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］［Ｘｊ（ｔ＋１）
－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］）＝（１／Ｎ）Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］ （８）

Ｅ［Ｘｊ（ｔ＋１）－ＥＸｉｊ（ｔ＋１）］２＝
１
Ｎ２∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｄ［Ｘｋｊ（ｔ＋１）］

＋［ＥＸｋｊ（ｔ＋１）－
１
Ｎ∑

Ｎ

ｋ＝１
ＥＸｋｊ（ｔ＋１）］２ （９）

将式（７）、（８）和式（９）代入式（６），可得
Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］

＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
｛Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］－

２
ＮＤ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］

＋１ＮＤ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］＋［ＥＸｉｊ（ｔ＋１）－
１
Ｎ∑

Ｎ

ｋ＝１
ＥＸｋｊ（ｔ＋１）］２｝

＝Ｎ－１
Ｎ２Ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］＋Ｉ［ＥＸ（ｔ＋１）］ （１０）

类似Ｘｊ（ｔ）的表示，记Ｐｊ（ｔ）＝（１／Ｎ）∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｉｊ（ｔ），Ｖｊ（ｔ）＝

（１／Ｎ）∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｖｉｊ（ｔ），Ｐｇｊ（ｔ）＝（１／Ｎ）∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｐｇｊ（ｔ）．显然

Ｐｇｊ（ｔ）＝Ｐｇｊ（ｔ）．
由式（１）和式（２）可得
Ｅ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］＝Ｘｉｊ（ｔ）＋ｗＶｉｊ（ｔ）＋０５ｃ１［Ｐｉｊ（ｔ）

－Ｘｉｊ（ｔ）］＋０５ｃ２［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］
（１１）

Ｄ［Ｘｉｊ（ｔ＋１）］＝（１／１２）｛ｃ２１［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２＋ｃ２２［Ｐｇｊ（ｔ）
－Ｘｉｊ（ｔ）］２｝ （１２）

由式（１１）可得
Ｅ［Ｘｊ（ｔ）］＝Ｘｊ（ｔ）＋Ｖｊ（ｔ）＋０５ｃ１［Ｐｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］

＋０５ｃ２［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］ （１３）
由式（１１）和式（１３）可得下式

Ｉ［ＥＸ（ｔ＋１）］＝ １ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
｛Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）＋ｗ［Ｖｉｊ（ｔ）

－Ｖｊ（ｔ）］＋
ｃ１
２［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）

＋Ｘｊ（ｔ）］－
ｃ２
２［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］｝

２ （１４）

综合式（１０）、（１２）和式（１４），可得 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］是关
于 ｗ，ｃ１，ｃ２的一个三元二次函数，可化为如下形式
Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］＝ａ１１ｗ２＋ａ２２ｃ２１＋ａ３３ｃ２２＋ａ１２ｗｃ１＋ａ１３ｗｃ２

＋ａ２３ｃ１ｃ２＋ａ１ｗ＋ａ２ｃ１＋ａ３ｃ２＋ａ０
（１５）

其中

ａ０＝
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２，

ａ１＝
２
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］［Ｖｉｊ（ｔ）－Ｖｊ（ｔ）］，

ａ２＝
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）

＋Ｘｊ（ｔ）］，

ａ３＝－
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２，

ａ１１＝
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｖｉｊ（ｔ）－Ｖｊ（ｔ）］２，

ａ２２＝
１
４ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］２

＋ Ｎ－１
１２Ｎ２Ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２，

ａ３３＝
１
４ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２

＋ Ｎ－１
１２Ｎ２Ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２，

ａ１２＝
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｖｉｊ（ｔ）－Ｖｊ（ｔ）］［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）

－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］，

ａ１３＝－
１
ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｖｉｊ（ｔ）－Ｖｊ（ｔ）］［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］，

ａ２３＝－
１
２ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）

－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］．
显然，式（１５）的二次项系数 ａ１１，ａ２２，ａ３３皆大于等于

零，那么 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］关于 ｗ，ｃ１，ｃ２存在极小值．二
次项系数 ａ１１是粒子当前速度的多样性，多项式系数 ａ０
是粒子当前位置的多样性．粒子下一时刻位置多样性
的期望是通过对当前种群个体特征多样性的判断来对

下一刻多样性进行预测．下面分别就算法参数 ｗ，ｃ１，
ｃ２，讨论它们与下一时刻种群位置多样性的期望Ｅ［Ｉ（Ｘ
（ｔ＋１））］的关系．

４ ＰＳＯ学习参数与种群多样性的关系

ＰＳＯ算法的学习参数包括惯性权值 ｗ和加速系数
ｃ１，ｃ２．当 ｗ，ｃ１，ｃ２皆等于０时，由式（１５）知

Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））＝Ｉ（Ｘ（ｔ）） （１６）
此时，下一时刻种群位置的多样性等于当前时刻种群

位置的多样性．当 ｗ，ｃ１，ｃ２不同时为零，下文首先分别
讨论惯性权重 ｗ和加速系数ｃ１，ｃ２对种群下一时刻位
置多样性期望Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的影响，最后分析惯性权
重 ｗ和加速系数ｃ１，ｃ２共同对 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的影响．
４．１ 惯性权重 ｗ对Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的影响

在加速系数 ｃ１，ｃ２固定不变的情况下，讨论惯性权
重 ｗ对 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的影响，分为两种情况：

（１）当 ａ１１＝０时，即当前种群的速度多样性为零．
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那么对任意 ｉ，１≤ｉ≤Ｎ（Ｎ为种群的规模），有 Ｖｉｊ（ｔ）＝
Ｖｊ（ｔ），ａ１２＝０，ａ１３＝０．此时种群下一时刻位置多样性期
望Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］与 ｗ的取值无关；

（２）当 ａ１１＞０时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］可视为关于 ｗ的
一元二次连续函数，此时函数Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］存在极小
值．为了求得极小值，将Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］对 ｗ求导并令
其为零．得
ｄＥ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］

ｄｗ ＝２ａ１１ｗ＋ａ１２ｃ１＋ａ１３ｃ２＋ａ１＝０

（１７）
由式（１７）解得Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］为极小值时惯性权重 ｗ，
记为 ｗ，即

ｗ＝－
ａ１２ｃ１＋ａ１３ｃ２＋ａ１

２ａ１１
（１８）

式中的 ｃ１，ｃ２分别为个体认知加速系数和社会加速系
数．特别地，当 ｃ１＝ｃ２＝２时，ｗ＝－ａ１２／ａ１１．根据 ｗ与
极小值点ｗ的关系，可以得到如下结论．

定理１ 对于给定的加速系数 ｃ１，ｃ２，已知粒子在
第 ｔ时刻的位置Ｘ（ｔ），速度 Ｖ（ｔ），个体极值 Ｐｉ（ｔ）和群
体极值 Ｐｇ（ｔ），并且 Ｖｉｊ（ｔ）≠Ｖｊ（ｔ），则，当 ｗ≥ｗ时，
Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｗ的增加而增加；当 ｗ＜ｗ时，
Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｗ的增加而减少．

为了直观地分析惯性权重 ｗ对Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的
影响，设计优化标准测试函数 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ的实验，其函数
的表达式如式（１９）所示．惯性权重采用从０９到０４线
性递减的策略，加速系数 ｃ１＝ｃ２＝２，种群规模 Ｎ＝４０，
总迭代次数为１００００．

ｆ（ｘ）＝∑
３０－１

ｊ＝１
［ｘ２ｊ－１０ｃｏｓ（２πｘｊ）＋１０］，ｘｊ∈［－５１２，５１２］

（１９）
从图１可见，ｗ的值在整个进化过程中主要集中

在０５附近，且在４０００步以前变化较为平稳，对应于图
２，种群位置的多样性缓慢的下降（为了便于观察多样
性曲线，本文对种群多样性取以 １０为底的对数）；在
４０００步之后，ｗ的值出现了较为激烈的振荡，此时种
群位置的多样性的变化幅度较大，先急速下降后较长

时间的震荡再下降．ｗ在 ５０００步之前不断的接近于
ｗ，种群位置的多样性在此期间逐渐下降；随之 ｗ值
在 ｗ值附近震荡，因此在５０００步到９０００步，种群虽处
于低位置多样性的状态但出现了震荡．最后 ｗ值接近
ｗ值，此时种群的多样性再次下降．

对图１和２分析可知，群体在进化过程中，种群下
一时刻的位置多样性与惯性权重的取值并非简单的单

调函数关系．定理１给出了通过惯性权重控制种群多样
性的策略设计指导，首先计算种群下一时刻 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ

＋１））］为极小值时的惯性权重 ｗ，再判断 ｗ与ｗ的
大小关系．如果 ｗ≥ｗ，则可以通过增大 ｗ来增加下
一时刻种群位置多样性的期望；同样，亦可减小 ｗ来减
小下一时刻种群位置多样性的期望．如果 ｗ＜ｗ，则可
以通过减小 ｗ来增加下一时刻种群位置多样性的期
望；同样，亦可增大 ｗ的值来减小下一时刻种群位置多
样性的期望．ｗ是调整 ｗ的一个重要参照指标．

４．２ 加速系数 ｃ１，ｃ２对Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的影响
一般地，ａ２２，ａ３３＞０．给定惯性权重 ｗ，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋

１））］可视为关于 ｃ１，ｃ２的二元连续函数．为了求得 Ｅ［Ｉ
（Ｘ（ｔ＋１））］的极小值，对 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］分别关于 ｃ１，
ｃ２求偏导并令其为零，得

２ａ２２ｃ１＋ａ２３ｃ２＝－ａ２－ａ１２ω
ａ２３ｃ１＋２ａ３３ｃ２＝－ａ３－ａ１３{

ω
（２０）

式（２０）是关于 ｃ１，ｃ２的一个二元一次线性方程组，系数
行列式 Ａ＝４ａ２２ａ３３－ａ２２３．将 ａ２２，ａ３３和 ａ２３代入 Ａ，可得

Ａ＝（１ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］２

＋Ｎ－１
３Ｎ２Ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２）

·（
１
４ＮＭ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２

＋Ｎ－１
１２Ｎ２Ｍ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２）

－（ １２ＮＭ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］

［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］）２ （２１）
由柯西许瓦兹不等式得

（∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）

＋Ｘｊ（ｔ）］）２≤∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１

［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］２ （２２）
又由 ａ２２，ａ３３＞０及式（２２）得

Ａ≥
Ｎ－１
１２Ｎ３Ｍ２

（∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）＋Ｘｊ（ｔ）］２

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２

１４２１第 ６ 期 申元霞：ＰＳＯ模型种群多样性与学习参数的关系研究



∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｘｉｊ（ｔ）－Ｘｊ（ｔ）］２）＋

（Ｎ－１）２
３６Ｎ４Ｍ２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｉｊ（ｔ）

－Ｘｉｊ（ｔ）］２∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
［Ｐｇｊ（ｔ）－Ｘｉｊ（ｔ）］２＞０ （２３）

此时，方程组（２０）存在唯一解．
记 ｃ１，ｃ２ 分别是使Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］为极小值的个

体认知加速系数和社会认知加速系数．由方程式（２０），
可解得：

ｃ１ ＝Ａ１／Ａ

ｃ２ ＝Ａ２／
{ Ａ

（２４）

其中 Ａ１＝（ａ１３ａ２３－２ａ１２ａ３３）ｗ＋ａ２３ａ３－２ａ２ａ３３，Ａ２＝
（ａ１２ａ２３－２ａ１３ａ２２）ｗ＋ａ２ａ２３－２ａ２２ａ３．根据（ｃ１，ｃ２）与
（ｃ１，ｃ２）的关系，可以得到如下结论．

定理２ 对于给定的惯性权重 ｗ，且已知粒子在第
ｔ时刻的位置Ｘ（ｔ），速度 Ｖ（ｔ），个体极值 Ｐｉ（ｔ）和群体
极值 Ｐｇ（ｔ），则粒子在第 ｔ＋１时刻的位置 Ｘ（ｔ＋１）多样
性的期望 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］依赖于加速系数 ｃ１，ｃ２的取
值．具体地：

（１）当 ｃ１≥ｃ１ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ１的增加
而增加；当 ｃ１＜ｃ１ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ１的增加
而减少．

（２）当 ｃ２≥ｃ２ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ２的增加
而增加；当 ｃ２＜ｃ２ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ２的增加
而减少．

仍采用优化 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数的实验结果直观分析加
速系数 ｃ１，ｃ２对种群多样性 Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））的影响．为了
减小惯性权重对位置多样性的影响，实验中惯性权重

ｗ＝０５，其他实验参数不变．ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 随迭代步长
的变化如图３所示，其中 ｗ采用式（１８）计算；图４为该
实验的位置多样性随迭代步长的变化图．

由图３可见，在整个迭代过程中，ｗ的取值仍集中
在０５附近；ｃ１ 集中在１２５附近，ｃ２ 集中在１８附近，
二者波动皆比较剧烈，且 ｃ２ ＞ｃ１．在迭代前期（大约
２０００步以前），ｃ１ 值较小且有较大的波动和 ｗ在０５
附近波动较大，使得种群位置多样性在迭代前期下降

缓慢，如图 ４所示．２０００步以后，ｃ１ 值有个上升后在
１２５附近波动，ｃ２ 在１８附近波动，由于实验中 ｃ１，ｃ２

均设置为 ２，与 ｃ２，ｃ１ 相近；实验中 ｗ设置为 ０５，与
ｗ值相近，两组参数的设置均使得迭代后期种群一直
维持了低的位置多样性，如图４所示．

定理２给出了相应的策略设计指导，首先计算种群
下一时刻的 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］为极小值时的加速系数 ｃ１
和 ｃ２，再判断 ｃ１，ｃ２ 与 ｃ１，ｃ２的大小关系．如果 ｃ１≥
ｃ１ 或 ｃ２≥ｃ２则可以通过增大 ｃ１或 ｃ２来增加下一时刻
种群位置多样性的期望；同样，亦可减小 ｃ１或 ｃ２来减
小下一时刻种群位置多样性的期望．如果 ｃ１＜ｃ１ 或 ｃ２
＜ｃ２，则可以通过减小 ｃ１或 ｃ２来增加下一时刻种群位
置多样性的期望；同样，亦可增大 ｃ１或 ｃ２的值来减小
下一时刻种群位置多样性的期望．ｃ１，ｃ２ 分别是调整
ｃ１，ｃ２的一个重要参照指标．
４．３ 参数 ｗ，ｃ１，ｃ２对Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的共同影响

更一般地，同时考虑 ｗ，ｃ１，ｃ２与Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的
关系．在 ａ１１，ａ２２，ａ３３＞０时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］可看作为
ｗ，ｃ１，ｃ２的三元二次函数．为求得 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］的极
小值点，将 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］分别对 ｗ，ｃ１，ｃ２求偏导并令
其为零，得

２ａ１１ω＋ａ１２ｃ１＋ａ１３ｃ２＝－ａ１
ａ１２ω＋２ａ２２ｃ１＋ａ２３ｃ２＝－ａ２
ａ１３ω＋ａ２３ｃ２＋２ａ３３ｃ２＝－ａ

{
３

（２５）

式（２５）是关于 ｗ，ｃ１，ｃ２的一个三元一次线性方程组，系
数矩阵是一个三阶实对称阵．其行列式 Ｂ＝８ａ１１ａ２２ａ３３
＋２ａ１２ａ１３ａ２３－２ａ１１ａ２２３－２ａ２２ａ２１３－２ａ３３ａ２１２．当 Ｂ≠０时，
方程组式（２５）存在唯一解．

ｗ＝Ｂ１／Ｂ

ｃ１ ＝Ｂ２／Ｂ

ｃ２ ＝Ｂ３／
{

Ｂ

（２６）

其中

Ｂ１＝２ａ１３ａ２２ａ３＋２ａ１２ａ２ａ３３＋ａ１ａ２２３－４ａ１ａ２２ａ３３－ａ１２
ａ２ａ２３－ａ１２ａ２３ａ３，Ｂ２＝ａ２ａ２１３＋２ａ１ａ１２ａ３３＋２ａ１１ａ３ａ２３－
４ａ１１ａ２ａ３３－ａ１２ａ１３ａ３－ａ１ａ１３ａ２３，Ｂ３＝２ａ１ａ２２ａ１３＋２ａ１１
ａ２ａ２３＋ａ２１２ａ３－４ａ１１ａ２２ａ３－ａ１ａ１２ａ３－ａ２ａ１２ａ１３．根据
（ｗ，ｃ１，ｃ２）与（ｗ，ｃ１，ｃ２）的关系，可以得到如下结
论．

定理３ 已知粒子 ｔ时刻的位置Ｘ（ｔ），速度 Ｖ（ｔ）
及个体极值 Ｐｉ（ｔ）、群体极值 Ｐｇ（ｔ），则粒子在第 ｔ＋１
时刻的位置 Ｘ（ｔ＋１）的多样性的期望 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］
同时依赖于惯性权重 ｗ，加速系数 ｃ１，ｃ２的取值．具体
地

（１）当 ｗ≥ｗ时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｗ的增加而
增加；当 ｗ＜ｗ时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｗ的增加而减
少．
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（２）当 ｃ１≥ｃ１ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ１的增加
而增加；当 ｃ１＜ｃ１ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ１的增加
而减少．

（３）当 ｃ２≥ｃ２ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ２的增加
而增加；当 ｃ２＜ｃ２ 时，Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］随着 ｃ２的增加
而减少．

式（２６）给出了使种群下一时刻 Ｅ［Ｉ（Ｘ（ｔ＋１））］达
到极小值的惯性权重 ｗ，加速系数 ｃ１，ｃ２ 的表达式．
与式（１８）、（２４）所给的 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 的计算表达式不
同的是，式（２６）给出的 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 完全由种群中粒
子自身的运动特征，即粒子 ｔ时刻的位置Ｘ（ｔ），速度
Ｖ（ｔ），个体极值Ｐｉ（ｔ）和群体极值Ｐｇ（ｔ）来决定的．
采用４．１节优化 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数的实验得出了 ｗ，

ｃ１ 和 ｃ２ 随迭代步长的变化图，如图５所示；种群位置
多样性的变化如图２；图５中 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 的计算公式
为式（２６）．由图５可见，在整个迭代过程中，ｗ，ｃ１ 和
ｃ２ 的变化更为剧烈，取值范围更大，且不再具有较为
稳定的取值中心．由于式（２６）给出的 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 完
全由群体中粒子自身的运动特征决定的，而在进化过

程中，群体中粒子自身的运动特征，如位置 Ｘ（ｔ），速度
Ｖ（ｔ）取决于随机因子的取值．由于随机因子的随机性，
使得 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 变化较为剧烈．

定理３给出了同时调整惯性权重和加速系数控制
种群位置多样性的设计方案，具体操作可按４．１和４．２
节中调整 ｗ，ｃ１和 ｃ２的方法，不同的是 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２
是由式（２６）计算的．由于 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 完全由群体中
粒子自身的运动特征决定，采用定理３控制种群的位置
多样性比固定惯性权重 ｗ或加速系数ｃ１，ｃ２时设计策
略更为复杂．但是，图５中的 ｗ，ｃ１ 和 ｃ２ 却表现出较
为相似的变化趋势，有关规律的进一步研究可为 ＰＳＯ
算法参数的调整提供更为广阔的研究前景．

５ 结论

ＰＳＯ学习参数的优化配置是控制种群多样性一个
重要途径．本文从理论上给出了惯性权重 ｗ、加速系数
ｃ１，ｃ２与种群下一时刻多样性的期望数学关系．文中给

出的定理表明：种群未来的位置多样性与算法学习参

数的取值并非简单的单调函数关系，而是依赖于学习

参数与种群多样性函数的极小值点的关系．学习参数
与种群未来位置多样性的数学关系式为 ＰＳＯ利用学习
参数控制多样性提供了理论的支撑，也为进一步研究

ＰＳＯ学习参数与 ＰＳＯ的优化性能提供了新的途径．
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